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Petr KONECNY!
PRESNOST ODHADU PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY

Abstrakt

Clanek si klade za cil ovéfit podet simulaci Monte Carlo nutnych k dosazeni dostateéné pres-
ného odhadu pravdépodobnosti poruchy, veli¢iny nutné pro ovéfeni inZenyrské spolehlivosti staveb-
nich konstrukci aplikované napt. v metodé SBRA [8]. V prispévku je sledovan vliv cilové pravdépo-
dobnosti a vliv poétu histogramii na nutny po&et simulaci. Clanek obsahuje doporuéené hodnoty po-
¢tu simulacénich krokt Monte Carlo.

Vysledky ziskané simulaci Monte Carlo jsou porovnany s vysledky ziskanymi numerickou in-
tegraci, a to za pomoci Pfimého determinovaného pravdépodobnostniho pfistupu (PDPV) [4].

1 UVOD - PRAVDEPODOBNOST PORUCHY JAKO NAHODNA VELICINA

Analyzujeme-li inzenyrskou spolehlivost simulacnimi nastroji typu Monte Carlo, které uzivaji
pro odhad pravdépodobnosti poruchy generdtory nahodnych ¢isel, je nutné i na vyslednou
pravdépodobnost pohlizet jako na ndhodnou veli¢inu (viz napt. [15], [14], [3] a [13]). CoZ je mozno
ukazat za pomoci simulace na jednoduchém ptikladé soucinu dvou histogramu.
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Obr. 1: Soucin dvou histogramii RF = Xx X,

Pravdépodobnost vyskytu hodnoty 1 ve vysledném soucinu RF' je rovna 1/100 jak lze rovnéz
nahlédnout nize.

1 1 1
P(RF =1)=P(X,=1)-P(X, =1) 010" 100 (1)

Budeme-li hledat vysledné feSeni metodou Monte Carlo, dostaneme ptesny vysledek pii poctu
simulaci blizicich se nekone¢nu. Nasledujici graf na Obr. 2 zobrazuje rozdéleni pravdépodobnosti
poruchy v zavislosti na poctu simula¢nich krokd. Pravdépodobnost poruchy pro kazdy z hledanych
pocta simulaci je vypoctena 300krat. Na zakladé souboru 300 hodnot je vytvoteno prislusné rozdéle-
ni pravdépodobnosti vyskytu pravdépodobnosti poruchy. Je patrné, ze tvar histogramu se blizi nor-
malnimu rozdéleni pii vice jak desetinasobku 1/P; (od 1000 simulacnich krokt). Na zakladé Gausso-
va rozdéleni je mozno uréit konfidenéni interval vyskytu vysledkd simulaci — pravdépodobnosti po-
ruchy. Vypocet konfiden¢niho intervalu bude nasledovat v dalsi ¢asti.

Na grafu je vyznacena jak cilova pravdépodobnost P = 0.01, tak primér ziskanych pravdé-
podobnosti P pro urcity pocet simulaci. Je zde rovnéz zobrazen konfidencni interval do kterého by
mélo padnout 90 procent odhadovanych pravdépodobnosti za pfedpokladu normality rozdéleni. Jedna
se tedy o vyznaceni intervalu o tzv. 90—procentni Grovni spolehlivosti.
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Obr. 2: Pravdépodobnost poruchy P jako nahodile proménna veli¢ina v zavislosti na poctu simulaci
Monte Carlo (exaktni pravdépodobnost poruchy P¢= 1/100)

1.1 Chyba odhadu pravdépodobnosti poruchy

Odhad nutného poctu simulaci pfimou metodou Monte Carlo je mozno dle [15], [14] a [3] od-
vodit na zaklad¢ predpokladu, ze pravdépodobnost poruchy Pr je rovnéz nahodna veli¢ina o normal-
nim rozdéleni. Pro ndhodnou veli¢inu P vypoctenou na zakladé souboru N simulaci Monte Carlo 1ze
stanovit konfidenc¢ni interval [-g;e] (2) pro zvolené Grovné spolehlivosti odhadu vyjadiené paramet-
rem ¢ v zavislosti na smérodatné odchylce souboru o, viz [3]. Z nasledujiciho vztahu vyplyva, ze
chyba odhadu pravd&podobnosti poruchy klesa u pfimé metody Monte Carlo s VN. Schuller [14] uvé-
di, ze tato chyba klesa nezavisle na dimenzi problému (poctu ndhodnych veli¢in).

P,(1-P,) |P,a-P,)
P I _fJ f N / ;t\/ / - / )
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Parametr ¢ popisuje velikost konfiden¢niho intervalu [-g;e]. Urovei spolehlivosti odhadu
pravdépodobnosti poruchy je mozno upfesnit volbou parametru ¢, ktery je tabelizovan v Tab. 1. Pa-
rametr Ize také vypocist z inverzni distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni:

t= CD_l(l— 5/2)= <D_1(1—0.1/2) =1.64485 pro 90 % iiroveii spolehlivosti.  (3)

Tab. 1: Konfiden¢ni interval # x o pro vybrané urovné spolehlivosti

Uroveii spo- txo
lehlivosti
0.800 1.28155 x o
0.900 1.64485% o
0.950 1.95996 x
0.990 2.57583 x
0.995 2.80706 x
0.999 3.29053 x

SESEESE

Z vyse uvedeného Ize dovodit mozny rozptyl vysledki simulace Monte Carlo, a to pro danou
pravdépodobnost Py a podet simulagnich kroki N. Pro cilovou pravdépodobnost 7x107, coZ je typic-
ka hodnota pro Py u mezniho stavu Unosnosti, padne pfi 2 mil. simulacnich krokd vysledna hodnota
P¢'s 90—procentni pravdépodobnosti do intervalu 7x107 £ 0.97x107°. Pouzije-li se jen 1 mil. simulaci,
pak by mél byt vysledek v rozsahu 7x10° + 1.4x107,

1.2 Nutny pocet simula¢nich kroku
Inverzi vztahu (2) lze ziskat nutny pocet simulacnich kroka N, [14]:

Ny, ZPf(l‘Pf)mz’ “)

kde je

P hledana pravdépodobnost,

t nasobek smérodatné odchylky dle zvolené urovné spolehlivosti (viz Tab. 1),
N, nutny pocet simulacnich krokd.

Vztah (4) je zaloZen na centralnim limitnim teorému a piedpoklada normalni rozdéleni hleda-
né veliCiny - pravdépodobnosti poruchy Pr. Podminka je s akceptovatelnou chybou splnéna, jak bylo
ukéazano na Obr. 2. Déle ptedpoklada dostatecné velky pocet simulac¢nich krok.

Pocet nutnych simulac¢nich kroktt uvadi (5). Uvazime — 1i pro ilustraci cilovou
pravdépodobnost P=1/100 a toleranci +20 procent pro 90-procentni uroven spolehlivosti
(e=10.2x1/100 a ¢ = 1.64485) pak je nutny pocet simulaci:

2
1(1 1)1.64485 _669%.  (5)

N o= [t ] 10848
"“100 100) 02
100

Lze spocitat, 7e pro cilovou pravdépodobnost Pe=7x10" a toleranci =20 procent
(¢=1.4x10") je pro 90—procentni spolehlivost potieba 0.96 mil. simulaci. Kdyby bylo zapotiebi
99-procentni jistoty, ze Pr padne do vyteného intervalu (#=2.57583 viz Tab. 1), pak by bylo
zapotfebi 2.37 mil. simulaci. Tolerance +20 procent, které odpovida konfidenéni interval
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£==%1.4x107, se jevi jako dostateéna pii uvazeni, ze pravdépodobnost poruchy miZe u navrhi dle
stavajicich norem dramaticky kolisat, a to v rozsazich 1x107 — 1x10 (viz [9] a [6]).

2 NUMERICKE PRIKLADY - SOUCIN HISTOGRAMU

Uloha je pro jednoduchost formulovana tak, aby bylo mozno znét piesné feseni. Zvolené his-
togramy obsahuji dvé tfidy o zndmé Cetnosti (viz také demonstracni priklad na Obr. 1). Ttidu o hod-
noté 0 a t¥idu o hodnoté 1. Cetnosti obou hodnot jsou vhodné zvoleny tak, aby pravdépodobnost vy-
skytu hodnoty 1 byla napt. P = 1x10"(viz Obr. 1). Sou¢inem téchto histogramii je mozno docilit vy-
sledkii o libovolné pravdépodobnosti vyskytu hodnoty 1 ve vysledné funkci spolehlivosti RF. Prav-
dépodobnost P =1/100 je mozno urcit soucinem dvou nezavislych histogrami u kterych je pravdé-
podobnost vyskytu hodnoty jedna rovna jedné desetiné. Obecné je mozno tlohu zapsat nasledovné:

P=RF="=—">"°"1, (6)
N N
kde je:
RF prumér funkce spolehlivosti RF,
j pocet aplikovanych nezavislych histogramd,
N pocet simulaci Monte Carlo.

2.1 Pfima metoda Monte Carlo

K pravdépodobnostni analyze metodou Monte Carlo je uzito prostiedi Matlab a simula¢niho
nastroje jehoz jadro vytvofil P. Praks, viz [11] a [12].

2.1.1. Pravdépodobnost poruchy P = 1x107?

Pravdépodobnosti P = 1/100 Ize vypocist sou¢inem dvou histogramit PF,, viz Obr. 1 a vztah
(1) nebo vybérem pouze z jednoho histogramu PF:
1 1

1 -2
PF,=P(RF=1)=P(X,=1)-P(X, =])=—-—=—-=10"", 7
2 =P )=P(X, =1)-P(X, =1) 010" 100 (7)

PF, =P(RF =1)=P(X, =1)=%=10*2. (8)

0

Uvazime — li cilovou pravdépodobnost P =1/100, a toleranci £20 procent pro 90—procentni
troven spolehlivosti, pak je mozno ur¢it vstupni parametry pro vztah (4) nasledovné: Py= 1/100,
£=0.2x1/100, ¢t = 1.64485 (90—procentni tiroven spolehlivosti) je nutny pocet simulaci 6696, jak je
vypocteno (5).

Nasledujici graf ukazuje zavislost mezi poctem aplikovanych simula¢nich krokt a rozptylem
odhadu pravdépodobnosti poruchy P;. Odhad pravdépodobnosti poruchy je proveden s vyuzitim si-
mula¢niho nastroje Monte Carlo. Kazda pravdépodobnost je odhadnuta pro zvoleny pocet simulac-
nich krokt (N = 107, 10°.. 10°) 300krat a nasledné statisticky vyhodnocena. Mezilehlé¢ hodnoty jsou
prolozeny piimkou. Graf obsahuje primérnou hodnotu a také hranice konfidenéniho intervalu.

Z vysledki simulace vyplyva, ze k dosazeni pozadované presnosti simulace postaci zhruba
6700 simulaci, coz odpovida odhadu dle (5). Pfi 6700 simula¢nich krocich dochazi ke zuzeni konfi-
den¢niho intervalu pod pfedepsanou toleranci. Pro odhad pravdépodobnosti v fadu jednoho procenta
tedy posta¢i méné nez 10000 simulaci. Rozdil mezi vysledkem ziskanym aplikaci jednoho a dvou
histogram je prakticky zanedbatelny.
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Obr. 3: Pravdépodobnost poruchy P;jako nahodile proménna veli¢ina v zavislosti na poétu simulaci
Monte Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy Pr= 1/100.
(PF,— 2 histogramy, PF|— 1 histogram)

2.1.2 Pravdépodobnost poruchy P =1x107 a P = 1x10™
Pravdépodobnost P = 1x107 (viz Obr. 4) je ovéfena s vyuzitim jednoho az ti histogrami:

I 1 1 1 1 1 3
=~ =PF,=——=PF,=——=10". 9
21010 10 % 100 10 ' 1000 ©)
K vypoctu pravdépodobnosti poruchy pfimou metodou Monte Carlo je potieba alespon 67571
simulac¢nich kroku.

Pravdépodobnost P = 1x10™* #adové odpovida hodnoté aplikované pro mezni stavy tnosnosti
(P4=0.7x10"), a je odhadnuta jednim, dvémi a Gtyfmi histogramy. Je vhodné aplikovat minimalné
676315 simulacnich kroki:

e L L el L o Lt (10)
10 10 10 10 100 100 10000

Obr. 4 a Obr. 5 zobrazuji zavislosti mezi poctem aplikovanych simulacnich kroki a rozptylem
ocekavanych vysledku. Z grafii vyplyva, Ze pro odhad pravdépodobnosti poruchy u zvolenych tloh
nezalezi na poctu uzitych histogramd.

339



X107 Probability of failure P=1x10" 2008-8-1 13:54:52
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Obr. 4: Pravdépodobnost poruchy Prjako nahodile proménna veli¢ina v zavislosti na poctu simulaci
Monte Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy Py= 107
(PF5— 3 histogramy, PF,— 2 histogramy, PF— 1 histogram)

w10t Probability of failure P=1x10* 2008729-155651
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Obr. 5: Pravdépodobnost poruchy P jako nahodile proménna veli¢ina v zavislosti na poctu simulaci
Monte Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy Py= 10,
(PF4— 4 histogramy, PF,— 2 histogramy, PF— 1 histogram)
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2.1.4 Pravdépodobnost poruchy P = 1x10°

Pravdépodobnost P=1x10" a je odhadnuta dvémi, tiemi a péti histogramy, viz (11)-(13). Pro
dostate¢né presny odhad je zapotiebi cca. 6,8 mil. simulaci, viz (14).

= —1)= - L S S IS ST
PFy=P(RF =1)=P(X; =)o P(Xs =)= oo oo =10 (11)

111 5
PF, =P(RF =1)=P(X, =1)-P(X, =)-P(X; =)= =1 12
3=P( )(1)(2)(3)010000()

11
PF, =P(RF=1)=P(X, =1)-P(X, =)= . =1 1
» =P( )(1)(2)10000100 (13)

2

2
t 1 1) 164485
Vo= l-py {g} ~ 100000 (1_ 100000} 02| “0703 7104

100000

Zavislost mezi poctem aplikovanych simulacnich krokt a ptesnosti odhadu uvadi nasledujici
graf. Vzhledem k vétsi Casové naroCnosti byla kazda pravdépodobnost poruchy vypocitana jen
10krat. K#ivky konfidenéniho intervalu pravdépodobnosti poruchy se na Obr. 6 vyznacuji vétSim
rozptylem. I pfes vySe uvedeny nedostatek v po¢tu vzorki je trend patrny. Pocet histogrami zde neo-
vlivituje piesnost odhadu a k dostate¢n& presnému odhadu pravdépodobnosti P = 1x107 posta¢i 6,8
mil. simula¢nich krokii Monte Carlo.
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Obr. 6: Pravdépodobnost poruchy P jako nahodile proménna veli¢ina v zavislosti na poctu simulaci
Monte Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy Py= 107
(PFs— 5 histogramy, PF;— 3 histogramy, PF,— 2 histogramy)

2.1.5. Doba simulace pfimou metodou Monte Carlo

Pro zajimavost je v Tab. 2 uveden ¢as potfebny k odhadu pravdépodobnosti poruchy pocitané
v predchozi ¢asti. Doba je uvedena pro nutny pocet simulacnich krok pii vyuziti programu Anthill.
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Tab. 2: Doba simulace pfimou metodou Monte Carlo

Pocet |Monte Carlo (Anthill)
P histogrami | Pocet kroki | Cas [sec]

1x10° | 1, viz (7) 6696 <1
1x107 | 2, viz (8) 6696 <1
1x10° | 1,viz (9) 67571 4
1x10° | 2, viz (9) 67571 4
1x10”° | 3, viz (9) 67571 4
1x10* | 1,viz(10) | 676315 45
1x10" | 2,viz(10) | 676315 45
1x10* | 4,viz(10) | 676315 45
1x10° [ 2, viz(13) | 6763791 448
1x10° | 3,viz(12) | 6763791 448
1x10° | 5,viz(11) | 6763791 448

2.2. Pfimy determinovany vypocet
Numerické ptiklady fesené pfimou metodou Monte Carlo uvedené v piedchozi ¢asti 2.1 jsou
pro porovnani vypocteny Piimym determinovanym vypoctem (PDPV, viz [4] a [5]) za pomoci pro-
gramu ProbCalc. Ve vSech zkoumanych pripadech vysla pozadovana pravdépodobnost stejna jako
exaktni feseni. Cas nutny k vypoétu byl ve viech piipadech mensi nez 1 sekunda, a to i pro pravds-
podobnost P =107 a 5 histogramil. Vysledky jsou sumarizovany v Tab. 3.

Tab. 3: Odhad pravdépodobnosti poruchy metodou PDPV

Pocet PDPV (ProbCalc)
P histogrami | Py Cas [sec]
1x107 | 1,viz(7) |0.01 <1
1x10° | 2, viz(8) |0.01 <1
1x10° | 1,viz(9) |0.001 <1
1x10° | 2,viz(9) |0.001 <1
1x10° | 3,viz(9) |0.001 <1
1x10™ | 1, viz (10) | 0.0001 <1
1x10™ | 2, viz (10) | 0.0001 <1
1x10™ | 4, viz (10) | 0.0001 <1
1x10° | 2, viz (13) | 0.00001 <1
1x10° | 3, viz (12) | 0.00001 <l
1x10” | 5, viz (11) | 0.00001 <1

3 VYSLEDKY

Numerické simulace modelujici vztah mezi poc¢tem simula¢nich krokd, cilovou pravdépodob-
nosti a poctem histogramtl naznacuji, ze 1ze dle vztahu (4) odhadnout nutny pocet simula¢nich kroki
v zavislosti na cilové pravdépodobnosti poruchy Py, velikosti konfiden¢niho intervalu pro Py
a zvolenou statistickou troven spolehlivosti odhadu.
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Dle (4) lze spogitat, ze 1.0 mil. simulaci se jevi pro navrhovou pravdépodobnost 7x10 jako
dostatecny pocet. Pfi tomto poctu simulaci by vice nez 90 procent vypocti Pr mélo padnout do inter-
valu 7x10°+1.4x10°. Nutny po¢et simulaénich krokii pro posudky Unosnosti
Py =7x10" a pouzitelnosti Py = 7x10” uvadi Tab. 4.

Tab. 4: Nutny pocet simula¢nich krokti v zavislosti na Py

Py 0.00007 0.07

Tolerance £(£20%) +0.000014 +0.014
T 90% 966 194 899
spgéﬁﬁir(l)sti 95% 1371 848 1276
99% 2369 441 2204

Cas potiebny k vypoétu pravdépodobnosti poruchy je u zvolené ulohy v piipadé PDPV
minimalni, zatimco u metody Monte Carlo zavisi na poctu nutnych simulac¢nich krokd. Dramaticky
rozdil v rychlosti je zpGsoben druhem tlohy a je dan zptisobem vypoctu pravdépodobnosti poruchy
v metodé PDPV.

4 ZAVER

V ptispévku je pfipomenuto, Ze pravdépodobnost poruchy je pfi uziti pfimé metody Monte
Carlo rovnéz ndhodna veli¢ina. Tato pravdépodobnost pak zavisi na cilové pravdépodobnosti a na
poctu simulacnich krokd, jak uvadi mj. [14]. Je — li pocet simula¢nich krokli dostatecné velky je
mozno, popsat rozdéleni pravdépodobnosti poruchy normalnim rozdélenim. Na zakladé normalniho
rozdéleni vyskytu pravdépodobnosti poruchy je mozno odhadnout nutny pocet simulac¢nich krokt pro
dosazeni pozadované presnosti, ¢i uréit presnost ziskaného vysledku (konfidencni interval). Je
ukazano, ze pfi 1 milionu simulaénich kroki a pravdépodobnosti poruchy Py=7x10" se bude
s 90-procentni jistotou nachazet vysledek simulace v rozsahu 7x10°+ 1.4x10”. Vysledky zvolenych
ptikladd rovnéz ukazuji na nezavislost nutného poctu simulacnich krokd na poctu histogramii vstupu-
jicich do vypoctu.

Vypocéty metodou Monte Carlo a jejich statistické vyhodnoceni potvrzuji opravnénost uziti
vztahu (4) pro vypocet nutného poctu simulacnich krokti. Vypocet pravdépodobnosti poruchy meto-
dou PDPV je proveden za ¢elem ovéfeni presnosti této metody. Vypocet vede ve zvolenych tlohach
k pfesnému feSeni, a to v minimalnim ¢ase. Nutno podotknout, Ze je metoda Monte Carlo robustni
nastroj umoziujici odhad pravdépodobnosti poruchy bez ptedchozi znalosti feSeného problému.

Dalsi prace by bylo vhodné zaméfit na otestovani vypoctu pravdépodobnosti poruchy pii uziti
vétSiho poctu histogramti obecnéjSich tvarG tak, aby do funkce poruchy vstupovalo vice tiid
pouzitych histogramd.
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