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VLIV POCTU PROMENNYCH NA PRESNOST ODHADU PRAVDEPODOBNOSTI PORUCHY
METODOU MONTE CARLO

EFFECT OF THE NUMBER OF RANDOM VARIABLES ON THE PRECISION OF THE
PROBABILITY LIKELIHOOD ESTIMATION USING MONTE CARLO SIMULATION

Abstrakt

Prispévek se zabyva vztahem mezi cilovou pravdépodobnosti, poétem ndhodné proménnych a
poétem simulaci Monte Carlo nutnych k ziskani uspokojivého vysledku. Je zjisténo, Ze u pfimé
metody Monte Carlo ve studovaném piipadé nezavisi presnost odhadu pravdépodobnosti poruchy na
poctu nahodnych velicin. Vysledky ziskané Monte Carlo simulaci jsou porovnany s fesenim pomoci
pfimého determinovaného pravdépodobnostniho vypoctu (PDPV), pficemz uziti PDPV muize vézt u
dobte zmapovanych tloh k rapidni Gspoie vypocetniho Casu.

Abstract

The paper deals with the relationship between the target probability, number of applied
random variables and the number of Monte Carlo simulation steps needed to obtain satisfactory
results. The precision of probability of failure estimation using crude Monte Carlo simulation is
independent on the number of random variables in studied case. Results obtained by Monte Carlo
simulation are compared with Direct Determined Probabilistic solution that allows for the fast
solution in case of well-mapped tasks.

1 UVOD - PRAVDEPODOBNOST PORUCHY JAKO NAHODNA VELICINA

Analyzujeme-li inzenyrskou spolehlivost simula¢nimi nastroji typu Monte Carlo, uZivanymi
napf. v metodé SBRA (viz [6], [5]), které uzivaji pro odhad pravdépodobnosti poruchy generatory
nahodnych ¢isel, je nutné i na vysledny odhad pravdépodobnosti pohliZzet jako na ndhodnou veli¢inu
(viz napt. [10], [11], [1] a [9]).

Presnost odhadu pravdépodobnosti poruchy metodou Monte Carlo je zavisla na cilové
pravdépodobnosti poruchy a poctu simulaénich krokt viz. napt. [10], [11], [1]. U pfimé metody
Monte Carlo by nemél mit pocet nahodné proménnych obecného tvaru vliv na chybu odhadu cilové
pravdépodobnosti (viz. [10], [11]). V praci [4] bylo u binarnich histogramt provedeno ovéfeni pro
cilové pravdépodobnosti P, = 1x107% P, = 1x10°, P, = 1x10* a P, = 1x10°. Zde nebyl pozorovan
vztah mezi poCtem histogrami a presnosti odhadu pravdépodobnosti poruchy.

Prispévek si klade za cil ovéfit, zda pocet nahodné proménnych obecného tvaru nema vliv na
presnost odhadu cilové pravdépodobnosti u piimé metody Monte Carlo. Vypocet metodou Monte
Carlo je porovnan s vypo¢tem metodou PDPV [2], [3].

2 METODIKA

Princip numerickych pokusii pro ovéfeni vztahu mezi poctem nahodné proménnych
a presnosti odhadu simulace Monte Carlo je nasledujici. Vytvofime-li pfiklad, u kterého zname
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cilovou pravdépodobnost poruchy, pak je mozno ovéfit piesnost vypoctu této pravdépodobnosti u
metody Monte Carlo. Na kazdou simulaci Monte Carlo o daném poctu simulacnich kroki se divame
jako na jeden vzorek. Tyto vzorky jsme schopni statisticky vyhodnotit, ziskdme-li jich dostatecné
mnoZzstvi, a to pro ruzné pocty simulac¢nich krokd.

2.1 Soucin histogramu
Jako vzorovy piiklad je uveden soucin binarnich histograml pouzity v praci [4]. V této praci
byl ovéfen vztah mezi poctem nahodné proménnych a pfesnosti odhadu za pomoci simulace na
prikladech soucinu binarnich histogramti se znamou exaktné vypocitatelnou pravdépodobnosti.
Ptiklad soucinu dvou histogramti uvadi nasledujici obrazek. Pravdépodobnost vyskytu hodnoty 1 ve
vysledném soucinu RF je rovna 1/100.

P(X=1)=1/10

P(X=1)=1/100

P(X=1)=1/10

Obr.1: Soucin dvou histograml RF' = X1xX2

Pravdépodobnost je analyzovana metodou Monte Carlo. Je uzito prostiedi Matlab a
simula¢niho nastroje jehoz jadro vytvoftil P. Praks, viz [7] a [8].

Stochasticky charakter odhadu pravdépodobnosti poruchy naznacuje Obr. 2, ktery zobrazuje
rozdéleni pravdépodobnosti poruchy pro 300 vypocti pravdépodobnosti poruchy P =1/100
odhadnuté (N = 10%, 10°.. 10°). Rozptyl odhadu klesa s narastem poétu simulagnich krokd.

Probability of failure P="11 02 2008-7-24 13:2:54
T T

0.04
Sample size: 200

410035

003

1 0025

" Ttarget

1 002

10015

Pl

= 001

1 0.005

10 10° 10 10
Monte Carlo Simulation Steps

Obr.2: Odhad pravdépodobnosti poruchy Py (svisld osa) jako ndhodna veli¢ina odhadnuté 300-krat
v zavislosti na poc¢tu simulaci Monte Carlo (vodorovna osa), cilova pravdépodobnost P, je 1/100

2.2 Soucet histogramii

Pomoci Centralniho limitniho teorému (CLT) je mozno zobecného poctu identickych
nezavislych nahodné proménnych vytvofit normélni rozdélené o znamém priméru a znamé
smérodatné odchylce (viz. napf. [12]). Pfedpokladem je soucéet / rozd€leni x o stejné distribuéni
kfivce. Souctem je normalni rozdéleni X:

X:}ixi, M)



kde je:

1 pocet shodnych statisticky nezavislych rozdéleni x;,
X; rozdéleni o priméru x4, ; a smérodatné odchylce o,
X vysledné rozdéleni o priméru sy a smérodatné odchylce oy, které konverguje k normalnimu

rozdéleni pii dostatecné velkém poctu vstupnich rozdéleni x; (a tedy pro velké 7).

Primér uy vysledného normalniho rozdéleni X je jeho roven priméru £, nahodné proménného
vstupu. Smérodatna odchylka vysledného souboru oy je zavisla na smérodatné odchylce vstupu oy ;

a nepfimo zavisla na odmocning z poctu ndhodné proménnych NIE

o

X1

Ox = \/7 2

Ziskame-li parametry normalniho rozdéleni, jsme schopni sestrojit jeho distribu¢ni funkci a
urcit jeji hodnotu pro zvolenou pravdépodobnost podkroceni. U ziskaného normalniho rozdéleni
o pruméru Ly a smérodatné odchylce oy je mozno pro zvolené pravdépodobnosti nepiekroceni (napft.
P,=1x10" P,=1x107a P, = 1x107%) odvodit z jeho inverzni distribu¢ni funkce odpovidaji hrani¢ni
hodnoty Xj,.

X,=27'(p) 3)

Ziskané normalni rozdéleni Ize tedy s vyhodou pouzit pro testovani zavislosti poctu ndhodné
proménnych na presnost odhadu metody Monte Carlo, nebot testovana pravdépodobnost P; je:

P =P(X,, - x <0) 4)
kde je:
P, hledana pravdépodobnost pro / uvazovanych histogramd,
X vysledné normalni rozdéleni o ux a smérodatné odchylce oy,
X hrani¢ni hodnota rozdéleni X pro I ndhodnych veli¢in.
P, =P(RF,<0) | | P;,=P(RF,<0) P,,=P(RF,,<0)
RFp, = f{zl: O\ J RFp, = /[Z]: D\ J RF;, =f[i P ]
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Obr.3: Schéma vypoctu jedné sady vstupii pro parametrickou studii. Primér zP; a smérodatna
odchylka oP; odhadnuté pravdépodobnosti odpovidaji zvolenému poétu simulaénich krokd 10",
poctu histogramu /, cilové pravdépodobnosti &, pfi¢emz pocet vzorkd je n.
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3 NUMERICKE PRIKLADY

3.1 Soucet nahodné proménnych — CLT

Pro ovéfeni presnosti simulace Monte Carlo s vyuzitim Centralniho limitniho teorému (CLT)
je uzito useknutého normalniho rozdéleni (viz. Obr. 4).

Obr.4: Pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné proménnych vstupti x; - histogram normal3.dis
(viz. [5]);0:; = 0.9969, 11, = 6.224x107"7 ~ 0, <-3.5..3.5>

Souctem libovolného mnozstvi nezavislych realizaci zvoleného rozdéleni dle vztahu (1) lze
ziskat normalni rozd€leni o smérodatné odchylce popsané v (2). Hrani¢ni hodnoty vysledného
normdlniho rozdéleni X potiebné k ovéteni piesnosti simulace Monte Carlo uvadi Tab. 1.

Tab.1: Hrani¢ni hodnoty a statistické parametry vysledného normalniho rozdéleni X odpovidajici
uvazovanym pravdépodobnostem nepiekroceni P, a poc¢tu ndhodné proménnych N.

Hrani¢ni hodnoty
)i ox iy vysledného rozdéleni X;,
P,=(1x10?) [P, = (1x107) [P, = (1x10%
5 0.445827 | 0.00E+00 |-1.03715  |-1.37772  |-1.65824

10 0.315247 | 0.00E+00 {-0.73337 -0.97419 -1.17255

20 0.222914 | 0.00E+00 {-0.51857 -0.68886 -0.82912

Vztah (5) naznacuje odhad pravdépodobnosti Ps metodou Monte Carlo pro 5 histogramti a
cilovou pravdépodobnosti P, = 1x10™.

Py=P(X,, - X5 <0)=P(1.65824 — X <0)~1x107* (5)

Nutno podotknout, ze vysledné pravdépodobnosti P; jsou pfi 5 a 10 ndhodn¢ proménnych
lehce podhodnoceny. Tato nepiesnost je akceptovatelnd s ohledem na stanoveny cil. Analogicky je
mozno odvodit vypodet pro 10 a 20 uZitych histogrami, a dale pro P, = 1x107 a P, = 1x107.

3.1.1 Pravdépodobnost poruchy P,=1x10*

Nasledujici graf ukazuje zavislost mezi poctem aplikovanych simulac¢nich krokl a rozptylem
odhadu pravdépodobnosti poruchy P, Odhad pravdépodobnosti poruchy je proveden s vyuZzitim
simulaéniho nastroje Monte Carlo. Pravdépodobnost P, = 1x10* fadové odpovida hodnoté
aplikované pro mezni stavy unosnosti (Pq = 0.7x10), a je odhadnuta svyuzitim 5, 10 a 20
histogrami. Nastin exaktniho feSeni uvadi vztah (5).

Kazda pravdépodobnost je odhadnuta pro zvoleny podet simulaénich krokt (N =10°, 10°..
10°) 50-krat a nasledné je statisticky vyhodnocena. Mezilehlé hodnoty jsou proloZeny piimkou. Graf
na Obr. 5 obsahuje primérnou hodnotu a také hranice konfidencniho intervalu. Je uvazovano s
rozptylem odhadu pravdépodobnosti poruchy £20 procent, a to na 90 procentni trovni spolehlivosti).
Pfi¢emz pozadovanou piesnost odhadu pii P, = 1x10™* je mozno dosahnout scca 676 000
simula¢nimi kroky, jak uvadi nasledujici vztah (viz. [11], [4]):

176



2

2
t 1 1 1.64485
N,=F(-F)—| = 1 =676315. 6

10000
10000
w10 Probability of failure R=1x10"* 2009-7-24 10:40:13
6 T T T T LA | T T T T T T T 7 T T T T T T T
— P20
----- P00
5L —= P10 i
e P1oon%
e P5
Pr ane
= %o 530% ||
L F
% — - i
@ N [ M, ano
i R
a2t ]
1
0 3 I 4 ’ :J:Iw' | a 1]
10 10 10 10
MC steps

Obr.5: Pravdépodobnost poruchy Prjako ndhodna veliCina v zavislosti na poc¢tu simulaci Monte
Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy P, = 10",
(Po— 20 histogrami, Pyo— 10 histogramut, Ps— 5 histogrami)

Vysledek numerické simulace na Obr. 5 ukazuje, ze pocet histogramt neovliviiuje presnost
odhadu v zavislosti na po¢tu simulaénich krokti. Priméry a rozptyly vyslednych pravdépodobnosti
Ps, Py a Py se pro 10° a 10° simulagnich kroki vyrazné vzajemné neli$i, coz odpovida
doporu¢ovanym 676 000 simulacim.

3.1.2 Pravdépodobnosti poruchy P, =1x107 a P,= 1x10?

Pii odhadu pravdépodobnosti P, = 1x10~ a P, = 1x10? vychazi vysledky podobn& jako
v predchozim odstavci, viz Obr. 6 a Obr. 7. Pocet histogramti nema ani v téchto piipadech vliv na
presnost odhadované pravdépodobnosti.

3.2 Vysledky a vypocetni ¢as

V Tab. 2 jsou uvedeny vypoctené pravdépodobnosti a je zde uveden i ¢as potifebny k odhadu
pravdépodobnosti poruchy. Doba vypoctu je uvedena pro metodu Monte Carlo a nutny pocet
simula¢nich krokd pfi vyuZiti programu Anthill. Tato doba je porovnana s ¢asem vypoctu
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Obr.6: Pravdépodobnost poruchy Prjako ndhodna veli¢ina v zavislosti na po¢tu simulaci Monte
Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy P, = 10~
(Pyo— 20 histogramti, P;y— 10 histogramtl, Ps— 5 histogramil)
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Obr.7: Pravdépodobnost poruchy P,jako ndhodnd veli€ina v zavislosti na poctu simulaci Monte
Carlo. Exaktni pravdépodobnost poruchy P, = 10~
(Pyo— 20 histogramui, P;o— 10 histogrami, Ps — 5 histogramul)
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Pfimym determinovanym vypoc¢tem (PDPV, viz [2] a [3]) za pomoci programu ProbCalc. Ve
vSech zkoumanych piipadech vysla pozadovana pravdépodobnost v oéekavaném rozmezi £20%, a to
jak metodou Monte Carlo, tak metodou PDPV. Nutno podotknout, ze pro ucely porovnani
vypocetniho Casu s Anthillem neni k vypoctu ProbCalcem uzito definice mezniho stavu s pouZzitim
DLL knihovny.
Cas nutny k vypoétu metodou PDPV je odvisly od zvolené metodiky feSeni. V piipadé prosté
kombinace viech histogramil o 256 tiidach by pfichézelo v tvahu 1,1x10' simulaci pro 5 nahodné
proménnych, coz by odpovidalo asi 239 dnim vypoctu. Uvazovat o prostém souctu 20 proménnych
je tedy nemyslitelné, protoze vypocetni narocnost s poc¢tem proménnych dramaticky nardstd. Pro
vlastni vypocet metodou PDPV je nutno zvolit vhodnou strategii. V piipadé souctu jednotlivych
nahodné proménnych pted vlastnim vypoctem, volba Kombinace v programu ProbCalc [3], dojde
k drastickému poklesu vypodetni naroénosti. Cas vypoétu je pak ve vsech uvazovanych piipadech
mensi nez 1 sekunda.

Tab.2: Porovnani cilovych pravdépodobnosti P; s vypoétenymi pravdépodobnostmi P; pro /
histogramt, a to véetné doby simulace pfimou metodou Monte Carlo a metodou PDPV.
U metody Monte Carlo je uveden pramér a konfidenéni interval z 50 vyslednych

pravdépodobnosti.
Monte Carlo (Anthill) PDPV (ProbCalc)
P, } . .
Pocet Cas . Cas
Pt Py krokl | [sec] Py Popis [sec]
5 | (0.97+0.17) x107 | 6.7 is. 1 0.97x10 <1
1x10% | 10 | (0.97£0.16)x10° | 67¢s. | 1 0.99x10 <
20 | (1.0£0.13)x107 6.7 tis. 1 0.92x10° Soucet <1
nahodné
5 | (0.980.18)x10° | 675+¢s. | 11 | 0.93x10° | proménnych | <
3 3 proveden
1x10% | 10 | (0.98+0.17)x10° 675 tis. | 11 0.96x10 metodou <1
- i kombinace.
20 | (0.99+0.14)x10° | ¢7.5¢s. | 11 0.94x107 Vipocet <1
o+ -4 . 0.86 10-4 probéhl bez
5 | (0.90+0.15)x10 675.3 tis. | 110 x optimalizace | <1
1x10* | 10 | (0.9420.15x10" | 6753 ¢is. | 110 | 0.93x107 <1
20 | (0.97£0.13)x10* | 6753 tis. | 110 0.91x10™ <1
4 ZAVER

V ptispévku je pfipomenuto, Zze odhad pravdépodobnosti poruchy je pfi uziti ptimé metody
Monte Carlo rovnéz ndhodna veli€ina. Je zji§téno, Ze u piimé metody Monte Carlo ve studovaném
pripadé nezavisi presnost odhadu pravdépodobnosti poruchy na po¢tu ndhodnych velicin. Prispévek
ovéiuje, ze na presnost odhadu metodou Monte Carlo ma vliv velikost cilové pravdépodobnosti P, a
pocet aplikovanych simulacnich krokt, jak uvadi mj. [11]. Je — li pocet simulacnich krokti dostatec¢n¢
velky, je mozno popsat rozdéleni pravdépodobnosti poruchy P, normalnim rozdélenim. Na zakladé
normalniho rozdéleni odhadu pravdépodobnosti poruchy je mozno odhadnout nutny pocet
simulacnich krokii pro dosazeni pozadované ptesnosti, ¢i odhadnout presnost ziskané¢ho vysledku
(konfiden¢ni interval).

Porovnavaci feSeni metodou PDPV vedlo k ziskani uspokojivych pravdépodobnosti poruchy,
které se stejné jako vysledky ziskané metodou Monte Carlo pohybovaly v uvazované toleranci. U
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metody PDPV je diilezité zvolit spravnou strategii feSeni tak, aby bylo mozno vypocetni ¢as vyrazné
zredukovat. U dobfe zmapovanych uloh je pak mozno metodou PDPV dojit k rapidni uspoie
vypocetniho Casu, a to i v porovnani s pfimou metodou Monte Carlo.

Dalsi prace by bylo vhodné zaméfit na porovnani piimé metody Monte Carlo a pokrocilych

metod Monte Carlo typu Importance Sampling a Latin Hypercube Sampling s ohledem na pocet
vstupnich nahodné proménnych a nutného poc¢tu simula¢nich kroki.
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